
 

 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ 

ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 2013 

ΘΕΜΑ A 

 

A1. Βλζπε ςχολικό ςελ. 335 

Α2. Βλζπε ςχολικό ςελ. 246 

Α3. Βλζπε ςχολικό ςελ. 222 

Α4. Λ – Σ – Σ – Λ – Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

i) (z – 2 )(  – 2) +  =2  ↔ 

  +   = 2      ↔ 

 +   - 2 = 0 

 

Άρα   = - 2     απορρίπτεται 

        ι 

  =  1   

 =     + 2 = 3 

Άρα     3 

 



ii) Z1 =   +  i =  +   i 

Z2 =    -   i =   -    i 

 

●  = 2 ↔ 

 

 =  2 ↔ 

 

4γ – β2 = 4  ( 1 ) 

    

 

 

                                      Β1 

● Μ(z1) є κύκλο                    = 1 ↔  

 

 = 1  ↔  = 2 ↔ 

 

↔ ( β + 4 )2 + ( 4γ – β2 ) = 4 ↔ 

2β + γ = - 3 ( 2 ) 

Από (1), (2) → β = - 4, γ = 5 

 

iii)  

   ν3 + α2ν2 + α1ν + α0 = 0 ↔ 

 ν3 = - α2ν2 – α1ν – α0  → 
3 =  → 

                                                             3 
3   ∙ 2 +  ∙  +   

 
3   3 2 + 3  + 3 → 

 
3  < 3 2  + 3  + 4 ↔ 

 

                                                  

 



                                                   Horner 
3  -  3 2   - 3   - 4 < 0 

 

  

 

                                                    

                                                      ( 2  +  + 1 ) > 0     

(  - 4 ) ∙ ( 2  +  + 1 ) < 0     

 

 – 4 < 0 ↔  < 4 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Είναι ( f(x) + x )(f ‘(x) + 1 ) = x ↔ 

 

( f(x) + x )(f(x) + x )’ = x ↔ 

 

[  +’ =  (  ) ’ →  

 

                                              x=0 

.   =     +  c                            c =   

                                           f(0) = 1   

 

Άρα  =   +   ↔ 

 

.  =  x2 + 1 

 

Όμωσ x2 + 1 > 0 άρα (f(x) + x)2 > 0 ↔ f(x) + x ≠ 0 για κάκε x є R. 

Θεωρώ h(x) = f(x) + x 

h: ςυνεχισ ωσ άκροιςμα ςυνεχών  και h(x) ≠ 0 για κάκε x є R άρα θ h διατθρεί 

ςτακερό πρόςθμο κι επειδι h(0) = f(0) = 1 > 0 είναι h(x) > 0 

άρα f(x) + x =  ↔ f(x) =  – x 

 

1 -3 -3 -4 4 
 4 4 4  

1 1 1 0  



Γ2. Είναι f(g(x)) = 1 ↔  f(g(x))= f(0) 

Θα δείξουμε ότι  θ f είναι “1 – 1”. 

Είναι f ’( x ) =   - 1 =  

Είναι   > 0, για κάκε  x є R και  

x -   < 0   

x <   γιατί  

αν x < 0 τότε προφανώσ ιςχφει (  x  <    )  

                                                            -  <   +  

 

Αν x    0 τότε x <    ↔  x2 < x2 + 1 ↔ ότι ιςχφει 

 

Άρα για κάκε x є R είναι f ‘ ( x )< 0 ↔   f        R 

 

και άρα f “1 – 1” . Οπότε από f(g(x)) = f(0) ↔   g(x) = 0 

Είναι g ‘ (x) = 3x2  + 3x 

 

x  -1 0 

g’ + - + 

g    

                                                                        Τ.Μ.                              Τ.Ε. 

Η g είναι         ςτα (- , - 1], [0, + ) και         *-1, 0 + παρουςιάηει τοπικό μζγιςτο ςτο  

– 1 το -  και τοπικό ελάχιςτο ςτο  0 το – 1. 

g(-1) = -   g(0) = -1 

.  =  ) =  = -   

.  =  =  = +  

Θεωρώ Α1 = (- , - 1)    →    g( ) = (  = ( - , -  ) 



                                   g     Α1 

Το 0   є  g( A1)  άρα  g(x) = 0 δεν ζχει ρίηα το Α1 

Επίςθσ Α2 =  [ - 1, 0+   →    g(A2) = [g(0), g(-1)] = [- 1, -  ] 

                               g     Α2 

Το 0  є  g( A2)  άρα  θ g(x) = 0 δεν ζχει ρίηα το Α2 

Τζλοσ Α3 = (0, +  )   →   g(A3) =   ) = ( - 1, +  ) 

                                g      Α3 

Επειδι 0 є  g(Α3) θ g(x) = 0ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο Α3 κι επειδι g      Α3 θ ρίηα 

είναι μοναδικι. 

Γ3. Έχω τθν εξίςωςθ dt = f(x - ) εφx ↔ 

dt - f(x - ) εφx = 0 

Θζτω h(x) = dt - f(x - ) εφx 

Η h είναι ςυνεχισ ςτο *0,  +κακώσ οι εφx, f(x -  ) είναι ςυνεχισ και  

dt παραγωγίςιμθ και άρα ςυνεχισ. 

Επίςθσ h( ) = dt - f(0) εφ  = - 1< 0 

Τζλοσ    h(0) =  dt - f( - ) εφ0 = dt > 0γιατί ζχουμε δείξει από (Γ2) 

ότι  x<   ↔    - x > 0 ↔ f (x) > 0   ↔    dt > 0 

                                                                               0 > -   

Για τθν h ςτο *0,  + ιςχφουν οι προχποκζςεισ του Θ. Bolzano  άρα υπάρχει 

τουλάχιςτον ζνα x0 є (0,  ) : h(x0) = 0   ↔ 

dt =  f(  - ) εφx0  



ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. 
–

 = 0 ↔  

  -  ) = 0        

●  =   5  = 5 
–

 = 5f ‘ ( 1 ) 

Θζτω 5h = u 

h  → 0, u → 0 

●  = -   = - 
–

 = -f ‘ (1) 

Θζτω  - h = u 

h  → 0, u → 0 

Άρα   -  ) = 0   ↔ 5 f ’(1) +f ’(1) = 0 ↔ 6f ‘(1) = 0 ↔ 

 f ‘(1) = 0 

Άρα f’      ςτο (0, +  ) με f ‘ (1) = 0    τότε  x = 1 μοναδικι ρίηα  

Άρα   

x 0 1 +  

f'    
f' - +  

f    

                                                                        τ.ε. 

                   f ’  

για x > 1   ↔    f ‘(x) > f’ ( 1 ) ↔ f ‘(x) > 0 

                 f ‘  

για x < 1  ↔    f ‘(x) < f’ ( 1 ) ↔ f ‘(x) <  0 

Άρα θ f  παρουςιάηει ελάχιςτο για x = 1. Το f( 1 ) = 1 



Δ2. Αφοφ  θ f είναι παραγωγίςιμθ τότε είναι και ςυνεχισ. Άρα θ   είναι 

ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών, επομζνωσ θ g είναι παραγωγίςιμθ με g ‘ ( x ) =   

Αφοφ θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο ( 1, +  ) τότε  για x > 1  ↔ f (x) > f (1) ↔  

f (x) > 1 

Άρα g ‘ (x) > 0 επομζνωσ g     ςτο (1 , +  ) 

Θζτω h(x) = , με x є ( 1, + ) 

Έχουμε h(x) =  -  , θ h είναι  παραγωγίςιμθ διότι θ g είναι 

παραγωγίςιμθ άρα και ςυνεχισ , με  

h’ (x) = g(x+1) – g(x) 

                               g 
Έχουμε x + 1 > x  ↔ g( x + 1 ) > g( x ) ↔ g(x + 1 ) – g(x) > 0 ↔ h’(x) > 0 
 

Άρα h      ςτο (1, + ) 

Η ανίςωςθ  >  γίνεται  

 

                                                                                             h 

  >   ↔ h (8x2 +5 ) > h (2x4 +5 ) ↔  

 
8x2 + 5 > 2x4 + 5 ↔ 

x4 – 4x2 < 0 ↔  x2  (x2 – 4 )< 0  

x -  -2  0 2 +  

x2 + + + +  
x2 - 4 + - - +  

Γ + - - +  

 

Άρα x є ( - 2, 0 )  ( 0, 2 )  



Δ3. 

Αφοφ f παραγωγίςιμθ τότε g ‘(x) =  είναι παραγωγίςιμθ, με g’’(x) = 

 . 

                                                                                                          x – 1 > 0 

Για να δείξουμε ότι g κυρτι αρκεί το f ’(x) (x- 1) – f(x) + 1 > 0   ↔    f ‘(x) >  . (1) 

Εφαρμόηουμε Θ.Μ.Τ. για τθν f ςτο * 1, x ] 

 

f ςυνεχισ  *1, x] 

                                                               άρα υπάρχει ξ є  (1, x ) : f ‘(ξ ) =  =  

f παραγωγίςιμθ (1, x) 

                                             f ‘  

Άρα θ (1)  γίνεται  : f ‘(x)   >  f ‘(ξ) ↔  x > που ιςχφει διότι ξ є  (1, x) 

                                                                                                      α – 1 >0 

Έχουμε τθν εξίςωςθ : (α – 1)  dt = (f(α) – 1)(x – α)  ↔ 

 

g(x) =  ( x – α) ↔ g(x) = g ‘ (α) (x – α) ↔ g(x) – g’(α)(x – α) = 0 

 

Θζτω φ(x) = g(x) – g ‘(α)(x – α), με x > 1. 

Η εξίςωςθ φ(x) = 0 ζχει προφανι ρίηα το x = α διότι  

φ(α) = g(x) =  dt = 0 

Αρκεί να δείξω ότι είναι μοναδικι  

Η φ είναι παραγωγίςιμθ ωσ διαφορά παραγωγίςιμων  με φ ‘(x) = g ‘(x) – g ‘(α) 

Έχουμε φ ‘(x) = 0 ↔ g’ (x) = g ‘(α) ↔ x = α , διότι  g κυρτι, άρα g ‘        

επομζνωσ g ‘ 1 – 1. 

 



 

 

  

            g'  

X > α ↔ g’ (x) > g’(α) ↔ g’ (x) - g’(α) > 0 ↔ φ’ ( x ) > 0 

 

            g'  

X < α  ↔  g’ (x) <  g’(α) ↔ g’ (x) - g’(α) <  0 ↔ φ’ ( x ) < 0 

Άρα θ φ ζχει ολικό ελάχιςτο για x = α επομζνωσ ιςχφει ότι :  

φ(x)  φ(α) ↔ φ(x)  0 για κάκε x > 1 και  φ(x) = 0 μόνο για x = α. 

 

                                        

                                                     Σχόλιο  φροντιςτηρίου: 

 

Το διαγώνιςμα κρίνεται απαιτθτικό με πολλζσ πράξεισ και προυπζκετε εμβάκυνςθ 

τθσ φλθσ για να μπορζςει κάποιοσ να ανταποκρικεί ικανοποιθτικά. Απαιτθτικό ιταν 

και το δεφτερο κζμα, ειδικότερα, το Β3 κρίνεται εκτόσ τθσ φιλοςοφίασ και του 

ςκοποφ των εξετάςεων. 

 

                                                              Επιμέλεια :  

Παναγιωτόπουλοσ Ευάγγελοσ 

                                                                              Λφτρασ Ευςτάθιοσ 

                                                                        Σιώζιου Ιωάννα 

                                                                                       Μπαϊρακτάρησ Ιωάννησ 

                                                                         Βοφκασ Παφλοσ  

 

x 1 α              +  
φ‘(x) - + 

φ(x)   


